
57 

ノート

費用関数の特定化に関する考察

伊 藤

1. はじめに
2. 生産関数と費用関数の双対性 (d田!ity)

3. TL， GL， EGCD， GSRQ関数

JI慎

4. 費用関数の必要十分条件が満たされ

るデータ範囲

5. 結語

1.はじめに

生産構造，または生産構造の変化を数量的に把握する場合，生産関数，費用関数あるい

は利潤関数をその分析手段とする方法lむ鴻業部門に限らず多大な研究蓄積が存在する。

農業郎門における生産関数の計測は，従来 Cobb-Douglas(以下 CD)関数でスペシフ

ァイすることが主流であったが，生産要素聞の代替関係，あるいはクロスセクションで異

なる規模の経済性の計浪IJといった点で.CD関数よりはるかに任意性を有する translog

(TL)関数が，その後の実証分析に数多く登場してくるようになる。さらに，生産関数と

費用関数，利潤関数の双対性理論の応用として，費用関数，利潤関数に TL関数を適用し，

生産技術を解明する試みもなされている。

しかし，筆者は TL関数以外にも llexibleな関数型(1)が存在することを知り，各関

数の性質を十分把揮した上で，実証目的，データの性質に適合する関数型の選択が，推計

を実行する以前に必要であると考えた。

そこで本稿は，生産関数と費用関数の双対性に関する理論的な整理を行なうとともに(2)， 

推定段階における費用関数の優位性を確認しつつ，費用関数の最適な特定化 (speci五ca-

tion)について考察を加えることを課題とした。取り上げる関数型は.TL関数のほか，

generalized Leontief関数 (GL)，extended generalized Cobb.Douglas関数 (EGCD)，

generalized square-root quadratic関数 (GSRQ)である。なお，フーリエ級数の応用

として最近開発された， seminonparametricな Fourierfiexible form (3) については，

別稿に譲る検討課題としたい。

注(1) 本稿でいう関数の fiexibilityとは，代替の弾力性，規模の経済性等にアプリオ

りな制約を採さないことを指す。厳密な定義は本稿第4節で符なう。
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(2) 利潤関数は生産関数が規模に関して収穫逓減の場合，あるいは固定的生産要素が存

在する場合のみ定義できる。なお，生産理論における双対性は，れ潤関数を含めて完

全な体系をなすが，本稿では生産関数と費用関数の双対性についてのみ検討する。幸1)

潤関数と生産関数の双対性に関しては， L. J. Lau (23)を参照せよ。

(3) Fourier flexible formについては， ]. A. Cha!fant (9)， 1. Elbadawi et al. (14)， 

A. R. Gallant (16)， G. A. King (21)， R. D. Pope (28)， R. D. Weaver (33)， 

M. K. Wohlgenant (34Jなどを参照されたい。

2. 生産関数と費用関数の双対性 (duality)

生産関数と費用関数の双対性 (duality)理論は，シェファード(R.W. Shephard)を

鳴矢とし，その後，ディーワート (W.E. Diewert)，宇沢弘文，マックファーデン (D.

Mcfadden)等により精鍬な議論が展開された。

「生産関数がある条件を満足すれば，費用関数は生産技術の経済的に重要な全ての情報

を集約している」。これが生産理論における双対性理論の端的な表現である。したがって，

費用関数の計測をとおして費用構造を解明することは，同時にその費用構造を生み出して

いる生産技術を，生産関数とは違った角度から眺めていることに他ならない。

いま要素価格ベクトルを P=(P"P2，…，Pn)，投入財ベクトルを X=(Xt，X2，…，X心，

生産量をYで表し，生産関数を Y=F(X)と表現すると，費用関数 C(P，Y)は

C(P， Y)=mini PX 

s.t Y=F(X) 

で定義され，最小費用を与える投入量 (Xつは2階条件(生産関数の準凹性〉が満たさ

れる限り存在する。また，条件付き要素需要関数は陰関数定理より Xホ=X(P，Y)と表現

され，費用関数は要素価格と生産量の関数となる。また，費用関数は以下の性質を持つ。

(i) 要素価格Pに関して非逓減

(ii) 要素価格Pに関して l次同次

(iii) 要素価格Pに関して凹

(iv) 要素価格Pに関して連続

ところが，上記4つの条件を満足する関数 C(P，Y)は，ある技術の費用関数になるこ

とが証明されている (1)。換言すればい )-(iv)は費用関数の必要条件であると同時に，

十分条件にもなっているのである。

さらに生産関数 Y=F(X)と費用関数 C(P，Y)よP求められるいくつかの技術的指標，

例えばアレン=宇沢の代替の弾力性 (σij)(2)，規模に関する弾力性〈守)，技術進歩率
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(l)は以下のようにまとめられる(3)(なお，変数 tは技術進歩の指標としての時間，ギ

リシア文字のサプスクリプト Oは生産関数， 1は費用関数に対応する〉。

σ ヱF，X，ft， _ CCij 
り0=X，Xj o-r σij'=でM

(ただし，Fiは oF/oXi，fはFに関する縁付きへシアン，}りはfのなかの

んj 余因子を表す。以下 Ciは oC(P， Y)/OPi， Cijは o2C(P，Y)/OPi OPjを表

す。〕

k oF(kX，t) 1 

守0=F夜万・ ok I k=l 

』ー 1 2主主主L
。F夜万 ----at

守 =C(p::，t) /~C(P， Y，t) 
，- Y / oY 

.(，=_ ___1.. OC(P， Y，t) ，=ー・一一一一一一一一一一ー・ー-一一一一一ーー
C(P， Y，t) ot 

.{/=土.豆~I
‘ Y dt I c(p，y，t)=const. p=const 

σ;JO=σiJ' 

守。=守1

.{o=.{，'=甲，.{，

規模の経済性については上に示したとおりだが，一般的には以下の SCEをその指標と

する。

nu 
亘
書

C
一Y

E

一n
i--

B
Z
G
 

旬
Ea-

-一E
 

C
 

q
u
 

減
定
増

逓
一
逓

穫収てし関模規

注意を要するのは技術進歩率の値が主問題 (primal)と双対問題 (dual)で一般に異な

り，両者が一致するのは生産関数が l次同次の時に限る点である。

なお，要素需要の価格弾力性 (6Ij)は次式で与えられる。

Oij=SJ(Jij (ただし，Sj はj財のコストシェアを表す〉…...・ H ・......・ H ・..…(2.1) 

また生産関数が homothetic(生産関数の homotheticityとは，Hを連続かっ単調増加

関数， Gを1次同次関数とした場合，生産関数 Y=F(X)が Y=H(G(X))と表される

ことである〉であると，費用関数は生産量と要素価格が分離した関数として表現され

C(P， Y)=H-'(Y)ゆ(p) (H-'は Hの逆関数)...・H ・.....・H ・...・H ・...・(2.2)

となる(幻。これは，生産関数と費用関数との双対性理論において重要な性質のひとつで

ある。

さらに生産関数がk次同次の場合，費用関数は

C(P， Y)=Y'I匂(P)…...・H ・..…...・H ・.....・H ・.....・H ・H ・H ・..……H ・H ・......・H ・..(2.3)

と表現される。
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以上の数式展開より生産の技術構造を把握する際，生産関数，費用関数のいずれを用い

ても，得られる情報量は変わらないことが確認された。したがって，実証分析においては

2つの道具を択一的に選択すればよいことになる。これは推定における技術上の問題，あ

るいは dataavailabilityに依存する問題である。

実証分析における費用関数の利点を以下にまとめてみた。

( i ) 生産要素価格を外生変数として捉えることが，現実的に許容されるため，生産関

数の推定が常に抱える同時推定パイアスの問題を回避できる。

(ii) 代替の弾力性の計算が容易である。

(iii) シェファードの補題より条件付き要素需要関数の導出が容易である。

(iv) タイムシリーズデータによれ技術進歩の偏向性を計測する場合，要素拡大的

(factor augmenting)な生産関数を仮定することなく推計が可能である日〉。

以上の点を考慮して，本稿では費用関数を取り上げ，その特定化を中心に話を進めてみ

TこU、。

注(1) H. R. Varian [32J第 1章， H. Uzawa [31Jを参照。またミクロ経済学全般

にわたる双対性理論については， W. E. Diewertが [13Jで包括的な議論を展開

している。

(2) 代替の弾力性は，アレン=宇沢の代替の弾力性に限らず，実に様々な概念が存在

ずる。実際にそれらを計測している例として， V. E. Ball and R. G. Chambers 

〔むを挙げることができる。

(3) 生産関数と費用関数より求められる技術的指標については， M. Ohta [27Jおよ

ぴR.Sato and T. Koizumi [30Jを参照。

{4} (2.2)式の簡単な証明は以下で示される。

費用最小化問題のラグラ γ ジュ関数を L=PX+A(Y-H(G(X))とすると，最

小化問題の l階条件は

Pi-).(aHjaG) (aGjaXi)= 0・・ H ・H ・....① Y-H(G(X)) = 0........・H ・...②

(i=1，2，…，n)となり ，C(P，Y)は

C(P， Y) =l".p(X， =A(aHjoG)l".(oGjoX，)Xi =)'(aHjaG)G=AH'G…..…③ 

と表現される。②，③式をYで微分すると，

l=H'(aGjoY) ・…....・ H ・...・ H ・.....・ H ・....・ H ・-…....・ H ・-…・・ H ・H ・-…....・ H ・....・H ・-③

oCjoY =).= (o).joY)H'G+A(oH' jaY) G+AH'(oGjoη....・H ・-…....・ H ・-…⑤

が導出され，④式を⑤式へ代入すると

J.=(aJ.jaηH'G+J.(aH' jaわG+Aをえる。さらに G*Oとすると(似joY)H'

+)'(aH' joY) = 0となり ，o(J.H')joY = 0が成立する。すなわち，AH'はYの関

数でないことが証明された。したがって③式は以下⑤式のように書き改めることが
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できる。

C(P， Y)=1>(P)G…...・ H ・..…...・ H ・.....・ H ・.....・ H ・.....・ H ・....・ H ・-…...・ H ・..………⑤

最後にG=G(X(P，Y))がYだけの関数であることを示せばよい。費用関数のへ

シアンが対称行列であることを利用しつつ， Gを任意の要索価格 P晶で徴分すると

B応G/川oP4戸=デ(θB応町G/叫

となる。①，⑦両式と要素需要関数のPに関する O次向次性より

oG/oP4="ElP j/AH') (OXk/OPJ) = (1/AH')'22(oX4/OPJ)Pj = 0が成立し， Gは

Pの関数でないことが証明された。よって (2.2)式が成立する。

(5) この利点は推定技術上のメリット主いうよりは，むしろ「不可能性定理」をめぐ

る経済理論の問題でゐる。詳し〈は， R. Sato [29J，または茅野 [36Jを参照せよ。

3. TL， GL， EGCD， GSRQ関数

繰り返しになるが， flexible function form (FFF)は CDおよび CES関数(1)に比

べ，その名のとおり任意性の強い関数型で，それらを生産関数，費用関数あるいは利潤関

数に適用した場合，計測によって得られる代替の弾力性，規模の経済性等に先験的な制約

を課すことがない。 FFFの開発はその任意性ゆえ，従来の CD，CES関数でスベシファ

イしたのでは，解明することが技術的に困難と見なされてきた経済的指標への数量的アプ

ローチを可能にしたのである。

一方，推計された関数は経済理論との整合性，例えば，連続性，同次性あるいは関数の

形状に関する条件(費用関数であれば凹性)を満足することが要請される。 FFFでスペ

シファイした場合の唯一の欠点は，観察データの大局的な領域において，許1則された関数

が上記の最後の条件，すなわち関数の形状に関する条件を満足しないケースが往往にして

起こり得るところにある。以上の点を勘案すると，関数の flexibilityと well.behavior

はトレードオフの関係にあるといえる。本稿はこの点に着目し， FFFが well.behavedと

なるデータ(価格〉領域を見いだし，その計測結果をもとに費用関数の特定化に関してひ

とつの有益な情報を提供しようとするものである。

TL関数は費用関数 C(P，Y)を対数変換し，テイラー展開の 2回微分項までをとるこ

とで与えられる。

1 旬 1 句"

ln C(P， Y)=α。+的lnY+一白川(JnY)'+'22ailn Pi+一-'22 '22 ajf ln Pi InPj 2 .....;，yy，............1 'i~""' Z..u...... 1. I 2 i~ i=itJ ....u..... f，............ J 

+PHln YZdt -HH・H ・...…...・ H ・......…......・ H ・・ H ・H ・...(3.1)

要素価格Pに関する 1次同次性と対称性より以下のバラメータ制約が課せらる。また要
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素価格Pに関する凹性は C(P，Y)のPに関するへシアンが，負値定符号行列であること

と阿倍である(この点は関数型の如何を問わず，変数Ptこ関する凹性の定義である(2))。

Eaa=I ZαM=0 21atj=o 五αij=O 川 =αμ H ・H ・・・M ・(3.2)

ここで生産関数が hornotheticであると (2.2)式より ayt(for all i)=Oといった新

たな制約が加わり，また生産関数がk次同次の場合， (2.3)式より制約条件 aYi(for all 

i)=O αy~=O ay=ljkが追加される。

実証分析にみられる特定化の多くはこの TL関数であるが.flexib1eな関数型は TL

関数以外にも存在する。以下 GL，EGCD， GSRQの3つの関数型を列挙しよう。

GL関数は

C(町)=守12ftjdRFj+yap-P6tEPaPg・・・・・・・ ・ (3.3) 

で表され，関数自体が要素価格に対する 1次同次の条件を満足している。対称条件より

aij=αμ となるが，このパラメータがすべて Oであると，最適要素投入量は要素価格か

ら独立となり.(すなわち，代替の弾力性がOとなり)生産関数はレオンティエフ型とな

ることが容易に理解できる (3)。生産関数が hornotheticであると，制約条件町=0，

si=O (for all りが課せられ (3.3)式の右辺第1項のみが残るが，この制約条件は，関

数の hornotheticity.hornogeneity， linearhomogeneityの峻別を不可能にする。

EGCD関数(4)は

1 . .:!.. :!. 
1n C(P， Y)=ao+ay 1n Y + τ町w(lrtY〉24;EEaげ 1n(siPけんPj)

+会yt1n Y 1n Pi (s.>O加 allめ (3.4)

で与えられ，パラメータ制約は要素価格に関する 1次向次性と対称性より

221atj=l 玉川=0 αtj=αji ...... ... ........ ・・ (3. 5) 

となる。生産関数が hornotheticおよびh次向次な場合は.TL関数と全く同じ制約条件

が (3.5)式に追加される。

最後に， GSRQ関数はhornotheticityの表現に変化をもたせることは可能だが，とり

あえず，

C(P，Y阿佐1さ1aijPtP川盆aeP41さん日 (3.6) 

で与えられるとする。 (3.6)式はすでに，要素価格に関する 1次向次の条件を満足してい
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第 l表A.J. A. Eに掲載された生産関数，費用関数および利潤関数の計測(1974年-)

生産 関数 | 費用関数 | 利潤関数 1 小 計

19740 19750 19740 19740 19760 19790 

lヲ760 19760 19790 19810 

19760 19770 19820 

CD 19790 19790 21 

19800 19800 

19820 19830 

19830 19870 

1974ム 1981ム 1974ム 19780 1981ム lヲ830

1981ム 1983ム 1979X 1982ム lヲ83ム 1984X 

TL 1984ム 1987ム 1982ム 1982X 1984ム 19850 23 

1983X 19860 1987X 

19860 19870 

GL ×
 

4
 

2
u
 

nγ ム
内

4
0
0
 。， 5 

Leontief 

小計 20 14 50 

注(1 ) 数字は刊行年.

(2) 0印は計測された関数が，観察データの全ての領域で well-behavedである
ことを意味し，b.印は論文中にその記述がないことを示す.また X印は観察デ

ータの一部の領域で関数が well-behavedでないことを意味する.

るが， GL関数と同様に的=0，si=O (for all i)とすると， homotheticity， homoge-

neity， linear homogeneityの区別が不可能となる。

以上の関数型は従来の CD，または CES関数を特殊ケースとして含むもの，あるい

はそれらを一般化したものとしてf幻，生産理論はもとより，消費理論の実証分析におい

ても頻繁に登場するのである。第 1表は 1974年以降の AmericanJournal of Agricul-

tural Economics (A. J. A. E)に掲載された生産関数等を分析トウールとする論文，ノ

ートの一覧である。 1980年以降，推定技術の向上により費用関数，利潤関数を TL関数

で特定化する論文数が増加するが(6)，その計測結果のいくつかは，経済理論との整合性

を保持していない。さらに，関数型の選択について特に言及している論文は皆無である。

ところで， D. K. Guilkey et al. (17)はモンテカルロ (MonteCarlo)実験により，

TL， GL， EGCD関数のパフォーマンスについて検討を加え，その結果，代替の弾力性
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が極端に 1からl!E離しなければ， TL関数が他の関数型と比較して優位性を保つことを立

証したけ)。また D.W. Caves and L. R. Christensen [8)は間接効用関数に， TL， GL 

関数を適用し，代替の弾力性が要素聞で大きく異なる場合には， GL関数が最適な特定化

であると結論づけた。本稿は Cavesand Christensenの関数型選択基準に即し，新たに

EGCDおよび GSRQ関数を加え，これらを費用関数に適用することで，費用関数の必

要十分条件を満足するデータ範囲といった観点から関数型の選択について，ひとつのガイ

ドラインを与えるものである。

注(1) CES関数は，説明変数の弱分離可能性を元来その性質としてもっている。弱分

続可能性の仮定をおくと，投入財の部分集合Sに含まれる財，i，jとSに含まれな

い財hの聞には， σ叫 =σμ (i，jES，k$S)といった代替関係が存在する。 したが

って，代替の弾力性が一定である CESで特定化することは，生産要素の代替関係

に先験的な制約を課すことになる。この点については， E. R. Berndt and L. R. 

Christensen [4)あるいは C.Blackorby and R. R. Russell [7)に明快な証明

がある。

(2) 費用関数に関する四位の必要十分条件 (C(P，Y)のPに関するへシアンが負値

定符号待列である〉は，fT3司HσijJが負値定符号待列であることと同債である。

C証明〕

定義より

CC一一 C
tσ C 

σ付=ー」・.csj=-Jι」となり，これを行列表示すると
CtCJ・ - C-

rC._ (0)寸 rC. (0)1 
[CiJJ=一ー| ¥‘ I [UilJ I ¥ー !となる。J~ C L(o) cnJ 

~- .J~ 

L(O)CnJ 

det[Cej1=〈ZC02det[σりJ/Cが成立するため，C(P， Y)のPに関する

へシ 7γが負値定符号行列であることと，行列 [σIJJが負鑑定符号である

ことは同値で~る。

(3) 詳しくは， W. E. Diewert [12)を参照。なお， GL関数を実証分析に用いてい

る例としては A D. Woodland [35)， R. G. Chambers [10)， R. G. Chambers 

and U. Vasavada [11)などが代表的である。

(4) EGCD関数の適用例としては1.R. Magnus [25)があり，極めて稀なスベシ

フイケーションとして注目できる。

(5) TL， GL， GSRQ関数を特殊ケ一九として含む関数型として， generalized Box-

Cox function (GBC)が E.R. Berndt and M. S. Khaled [5)によって提示さ

れた。関数型は以下に示すとおりである。
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C(P， Y)=[l+rG(p)Jl/TYd(P，Yl…・・ H ・H ・..… H ・H ・...・ H ・...・ H ・.....・ H ・....・ H ・-①
E 句"

G(P)= lXO+~lXiPi(r)+7 ~ ~ lXiJPρ)Pj(r) …H ・H ・......・ H ・...・H ・-②
~ i=l }=1 ・ー

b〈P，Y〉=b+JLlnY+かtInPi Pi(が主主とD (i，j=1，2， ...，n) 
.c. i=l r 

(た?とし rは推定パラメータ〉

価格に関する 1次同次の仮定より玄向=1+rα。 ヱαij=rαd2 玄仇=0が

パラメ-;<帯j約として加わるが，これらを①式の右辺へ代入すると

C(P， Y)=(与主主fJJPJ)3yhRY3 ③ 

となる。ここで仇=0(for al1 i)， 8=0とすると，費用関数の背後にある生産関

数が 1jb次同次であることを意味する。次にバラメータの値によって， GBC関

数が TL，GL， GSRQ関数となることを示す。③式の rにし 2を代入して GL，

GSRQ関数を導くことは容易である。 GBC関数から TL関数を導出するには①

式を

G(l勺
[Cjyb(P，Yl]' -1 

一一一ーとした上で r→Oの極限をとると， ロピタノレの定理よ
T 

T 

り limG(町 =InC-b(P， y) In Yをえる。また lim2 (P，' -1)jr=ln れ が 成.._0 司。
立するため，②式についても同様に f→Oの極限をとると，

情 .... 
limG(町=α。+~的 In Pi+~.4 ~_lXij In Pi In Pjとなりこの 2式より GBC
:r-・o ，=1 ~ 1=1 j=l 

関数は TL関数を特殊ケースとして含むことが証明された。なお， Box-Cox func-

tlOnについては J.Johnston (19Jの第3章を参照。

(6) TL関数は指数理論との対応において興味深い関係がある。すなわち生産関数の

1次同次性を仮定すると，ディピジ 7 (Divisia)指数の離散近似であるトルンク

ピ^ト (Tornqvist)指数の系列から費用関数を推計することなし技術進歩率を

残差として計測することが可能となる。詳細は B.H.Baltagi and J.M. Gri伍n

(3Jを参照。

(7) 関数型の選択に関するサーベイ論文は， D. K. Guilkey， C. A. K. 1ρvell and 

R. C. Sickles (17Jの他に， D. K. Guilkey and C. A. K. Lovell (18Jなどが

参考になる。

4. 費用関数の必要十分条件が満たされるデータ範閤

さて，費用関数の必要十分条件が満たされるデータ範囲を求める前に，以下の定理から
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4つの関数型の任意性を証明してみたい。

〔定理〕

費用関数の必要十分条件を満足する任意の費用関数 C*を所与として，これが2回微分

可能であると仮定する。すなわち，

oC*1 ... ~". O2C* I 
i*=一一一 I~ ~ for all i Cjj*=一一一一一 I_~ ~ for all i， j OPt IpポY*.--_.. - -'J oP，oP J I pホY*

;)2C* ;)2C* I 
iY*=一一一一 1_~__~ for all CYY*=一一一|OPjOY I p*y* .---.. - -.. oY2 I pホY*

とすると，P*， Y*におけるびの2次近似関数 C(P，Y)として， TL，GL， EGCD， 

GSRQ費用関数が存在する。なお2次近似の定義は

C(P*， Y*)=CぺP*，Y*)，Ci(PペY*)=Cj*(PヘY勺，CiJ(P*，Y勺=Cij*(PヘY*)

Ciy(P*， Yり=Ciy*(P*，Y勺 (fori， j=l， 2，…，π〉

Cyy(P*， Y*)=Cyy*(P*， Y*) 

とする(1)。

〔証明〕

C勺主Pに関して l次同次関数であるから，オイラーの定理より

C*(P*)=Lj Pi*Ci*・H ・H ・.....・ H ・.....・ H ・..……...・ H ・.....・ H ・H ・H ・..…...・ H ・..…(4.。
が成立する。また C*は2回微分可能であるからヤングの定理より

Cij*=CJi* ・・・・ H ・H ・.....・ H ・H ・H ・.....・ H ・.....・ H ・..........・ H ・......・ H ・.....・ H ・H ・H ・-・(4.2)

となる。さらに C♂はPに関して O次問次であるから

LJ PJ*Cjj*=O 
)=' 

for i= 1， 2，…，n …H ・H ・-…..，・ H ・.....・ H ・H ・H ・.....・ H ・..(4.3)

が成立する。以上より C*(P*， Y*)は， (4.1)式より珂個の Ci*より決定され，CJi* 

(for l~i くj~n) および Cii*(for i=I，2，…，n)は (4.2)，(4.3)両式より ，n(n-l)jZ 

個の Cij*(l~i<j~めから決定される。

さていま GL関数を Piについて微分した後，p*で評価したものを C♂(=oC*joPil

p*yめに等しいと置き，さらに oCjoPiを Pj(j>i)について微分したものを，Cij* 

(=O2C*joPiOPj Ip本Y*)と等しいと置く。以下同様に Ciy(P*，Y勺=Ciy*(P*，Y*)， 

Cyy(P*， Y勺=Cyy*(P*， Yりとする。すなわち

C♂=守αij";P，*jP♂+αjY*'+si (i=1，2，…，n) 
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r '"一向j
'-'IJ"-2マ買守? (l~i<j:ζn) 

cy*=212日IJゾ民守子+2Y沼町Pt'"

n 

Cyy*=2LJ的 P♂
‘=1 

‘ "  Cty*= tαIjゾ巧可Pi*+Y*2LJ.ajPi*+ ~.ß，Pi* 
i=l 1.=1 包=1

(i=I，2，…，n) 

とする。例えば，河=3では 11個の独立な方程式に対して.12個のパラメータが存在する

ためパラメータの値は確定しないが，関数の任意性は損なわれない。以上より， GL関数

が任意の費用関数。(P，Y)の2次近似であることが証明された。また，このことは TL，

EGCD， GSRQ関数についてもほぼ同様に成立する。 (Q.E.D)

次にシェファードの補題を (3.1)，(3.3)， (3.4)， (3.6)式に適用し，コストシェア方

程式を求めるとともに，代替の弾力性を計算する。

TL関数のコストシェア方程式は

" 8i=的+:lJαtjlnPJ+αy， ln Y 
)=1 

で与えられ，また代替の弾力性は次式で与えられる。

内 J=よ￥ー+1 (件j)
utuj 

GL関数の条件付き要素需要関数は

Xi=乙吉川巧/Pi+aiY2+ん

となれこれよ Pコストシェア方程式

σ“=Jτ(au+St
2
- St) 

'-'t 

8<=P，X， ，= 
YZJ1αijゾ百Pj+a，PS2+ stP' 

C YEIEI州 P，PJ+Y宮山+EhP4

をえる。また代替の弾力性は次式で与えられる。

W CPiPJ)ー冨Jqb〆研叩α出合山}
σij= 句 (NjJ

2{YErM百7五十日iY2+ん}{YEfih伊 k/PJ+aJY2+ん}

σti= 

" を -1 旬句 略

{'y ~aikPk.Pi "} {~:lJ~~幌、伊豆;+Y2~.akPk*i:J skPk} 
Ar:;lll:t k=l ，"=1 k=l k=l 

2{YEfthゾ瓦/P，+町 Y"+s.F
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EGCD数のコストシェア方程式は

St=221udtPt(P山+んPj)叫 IXYi1げ

となれまた代替の弾力性は次式で与えられる。

σi，=l- 2IXtjsis jPiP j 
り (siPi+sJPJ)'StSj 

(" .;.αiJんsJPtPJ ，C"  ，，¥ 
i= ，，-.， (2~ t"~'.J;'~Ja- ;;<2 +Si2-St) 円¥-J引(んPt+んPj)2 ，~， -') 

(i=l=j) 

EGCD関数は，推定パラメータに関して線型ではない上に，代替の弾力性が使用する

データの単位によって変化してしまうため過去の実証分析においては適用例が少ない。

最後に GSRQ関数の条件付き要素需要関数，コストシェア方程式は，次式で与えられ

る。

Xt 

Y~ IXijPj 

JJ 吋'+ん
211fJgPj 

Si='P，Xi に2E4hPtPHatPP+pamJ22主pMPJ情

i=一一-=---- 旬 n 圃働

v 

iEZL手aMPJm〉+(YZ叫ん+kZAPN九喜三fMPJm

代替の弾力性は

Mi=己主 IXikP川町Y'+ßi)~孟主fMPhPm
とすると次式で与えられる。

C(P，Y)Y{的 j.J_iJ5JIX_kmPkP畑一(全会IXkmPkP田〉-t全日叫ん色町市P明}
'k=l隅 =1 k=l m=l k=l m.=1 

σり MiMj

σiJ 

(i=/=j) 

C(P， Y)Y川信1主?MPAPm一信主fMPKPm〉-t会ftJN}

Mi' 

さてここでパラメータを確定するため，生産関数が3つの生産要素からなり，かっ ho-

motheticな場合を想定した上で(2)，初期条件 IからXを第2表のように設定する。すな

わち，生産要素の相対価格が Ps/P1=PdP，=1の時， 3財のコストシzア'SiCi=1，2，3)

は1/3，またその時の代替の弾力性を IからXのように設定するのである。これらの数値
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第 2表初期街牛と確定パラメータ

P，jP1=P./P1= 1の時， 51=52=53=1/3 

初期条件¥関数型 TL GL 

(1) |… au=町田=α回 =-5/3

(112=σ13=σ23=2 α12=α23=α13=1/9 a12=α回 =α日=4/3

(II) |h=U22=a35- all =a2，=a33=-1 
σ12=σロ=σ23=3/2 a'12=aZ3=庄日=1/18 a12=α23=a13= 1 

(ill) 1h=E22=E33=o all=a22=世間=ー1/3

σ12=σ日=σ，，=1 α12=α23=α13=0 α12=α23=α13=2/3 

(IV) |…ーν |… σ12=σ13=σ23= 1 /2 a12=百四=a13=一1/18 a12=古田=α13=1/3

(V) 

σ12= 1 /2 all=a22=0 a33=-1/9 αU=a22=ー1/3 a.，=ーl

σ13=σ回 =3/2 日}3=町田=-1/18a12=1/18 α12=a23= 1 α12= 1 /3 

(羽)

σ12=0 all=a，，=1/18 日目=-1/9 all=a22=0 白33=ーl

σ13=σ'3=3/2 α13=町田=1/18 a'12=ー1/9 α13=α23=1 α12=0 

(VIT) 

σL2=ー1/2 all=a，，=1/9 町田=ー1/9 α11=α目=1/3 α33=ーl

σ13=(J23=3/2 α13=α23=1/18 (J12=ー1/6 α13=α23=1 α12=一1/3

(咽〉

σ12=ーl 在日=α，，=1/6 百四=-1/9 α11=α22=2/3 α33=-1 

σl3=σ23=3/2 a13=日目=1/18 a12=-2/9 百四=a23=1 a1，=-2/3 

(区〕

σ12=0 α11=α22=1/6 α33=1/9 α11=α22=2/3 耳目=1/3

σ13=σ口=1/2 α13=aZ3=ー1/18α12=ー1/9 aI3=a23= 1/3 α12=0 

(X) 

σ12=ー1/4 日u=a22=7/36 白33=1/9 a'n=町22=5/6 Q33=ー1/3

σ13=σ23= 1 /2 a13=日23=ー1/18aI2=-5/36 直13=a23=1/3 U12=ー1/6
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第 2表続き 初期条件と確定ノfラメータ

型
一

数
一

関
一¥一件

一
条
一

期
一
〉

初
一
日
σ12=σ日=σ目 =2

(ll) 

σ12=σ日=σ23=3/2

(m) 
σ12=σ日=σ23=1

(IV) 

σ12==σ13=σ回 =1

P2/Pl =P3/P1 = 1の時， SI =S2=S3= 1/3 

卜=a.，，=a!ll1=-l

a12=IX22=IX33= 1 

lhza--2/3 

α12=α22=α33=5/6 

q'

一

D
J

，J
-

，，J
 

。
J

内

4
-
o，
唱

A

-

q

u

q

'

q

'

行

一

一

町

一

一

げ

o
-
vり
げ

一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一

向

均

一

仰

向

一

如

何

一

向

均

一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一

向

的

一

向

的

一

向

的

一

向

的

一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一

α

日
一

u

a

一

α
α

一

α

E

EGCD GSRQ 

all==a22=α目=ー1/3

α12=α22=α回 =2/3

lh=…=0 
a12=a2Z=a日 =1/2

(V) 

σ12=1/2 α11=α2'= 1/3 α日 =5/ヲ α11=α22=ー 1/3α33=-2/3

σ13=σ回=3/2 百四=日23=-1/ヲ IXl2=I/9 日目=IX23=5/6 百四=1/2

(VI) 

σ12=0 al1=α22=2/9 IX33=5/9 αll=a22=一1/6 IX33= -2/3 

σ13=G23=3/2 α13=α田=ー1/9α12=2/9 α日=α回 =5/6 α12=1/3 

〈羽)

σ1%=ー 1/2 Cll1=町'2=1/9 IXS3=5/9 all=a2'=0 a3s=-2/3 

G13=σ23=3/2 α13=α23= -1/9α12= 1 /3 α13=α23=5/6 α12=1/6 

(Vlll) 

σロ =ーl aU=a22=0 a33=5/9 au=IX22=1/6 日目=-2/3

σロ =σ23=3/2 IX13=町田=-1/ヲ IX12=4/9 IXI3=α剖 =5/6 IXI2=0/9 

(1X) 
σ12=0 aU=IX2.=0 日目=1/9 日U=町田=1/6 官33=0

σ13=σ23= 1 /2 α13=α23= 1/9 α12=2/9 α日=α23=1/2 α12= 1 /3 

(X) 
σ12=ー 1/4 au=α22=ー 1/18 aロ =1/ヲ au=α22= 1 /4 α33=0 

σ日=σ悶=1/2 a13=α23= 1/9 IXl2= 1 /9 世間=a23=1/2 a12=1/4 

注. EGCD関数については，上記の初期条件だけで s1のパラメータをもとめること

ができなL、。ここでは s1=1/2 としたが， この設定は以下の計測結果とは無関係で

ある。
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をコストシェア方程式および代替の弾力性を求める式に代入すると，バラメータの値が各

関数毎に同表のように確定する(もちろん TL，EGCD関数にはそれぞれ (3.2)，(3.5) 

式のパラメータ昔話約が課せられる〉。

さて，以上の準備段階を経て，本稿の最終課題に立ち返ることにする。費用関数の必要

十分条件のうち，以下で問題となるのは費用関数の要素価格に関する凹性と要素価格に関

して非逓減，この2つの条件である。前者についてはすでに指摘したとおり，行列白り]

が負債定符号行列となることと同値であるが，コストシェア S，と代替の弾力性 σijの間

には，

~SJσり =0
J=ι 

. (4.4) 

の関係が存在し(3)，SJの中に必ずOでないものが存在するため，行列 [σij]のn次行

列の階数は n-1となり n次の行列式は Oとなる。また後者の条件，すなわち要素価格

に関する非逓減については，シェファードの補題より全てのコストシェアが正となること

と同値である。以上より費用関数の必要十分条件が満たされるデータ範囲は，n=3の場

.e ιョ

SoO (i=1，2，3) 

σ11くOσ11σ22ーσ12'>0

の連立不等式を解くことで求められる。この手続きは I-Xの初期条件のもと，これら 5

つ式を満足する正，負領域を相対価格の変数として求めることに帰着する。なお，初期条

件は少なくとも，St>O (i=1， 2，3)，σ11くOが成立するように設定した。具体的には代替

関係の優越性〈幻よれ例えば，第 1財が第3財と代替関係にあると仮定すると， 1σ，，1> 

|σ121は最小限成立するように配慮した。

第1図(1)は TL関数の初期条件Iについては，St>0(i=1，2，3)，σuく0，Guσ22一σJ

>0を満足する価格領域を図示したもので，それらの共通集合を第1図(2)の実線で示した。

以下第1図(3)-第4図(3)は初期条件の変化に応じて，費用関数の必要十分条件を満足する

価格領域がいかに変化するかを示したものである(幻。 TL関数について，初期条件mは

全ての価格領域で必要十分条件を満足するため図を省略した。 GL関数の初期条件1V，IX

について， EGCD関数のn，m，IV，V，VI，IXについて，また GSRQ関数の1V，IXについ

ても同様な理由から図を省略した。また EGCD関数の咽および GSRQ関数の咽につ

いては，必要十分条件を満足する価格領域は存在せず， GSRQ関数のXについては，価

格領域が散在したため図を割愛した。最後に最も広範な価格領域をもっ関数型を確定する

ため，初期条件 1，Vn.IXについて相対価格のスケールを統一した上で，それらを改めて第
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5図(1)-(3)に示した。

注(1) G(X)を F(X)の Xoにおける 2次近似と仮定し，関数の 2次近似を以下で定

義することもある。

G(Xo) =F(Xo) and 1 G(X) -F(X) 1芸品 11X-Xo 113/ 11 Xo 113 

kは所与の L とその近傍に対してー定値をとり ， IIXIIはノルムを表す。上式は

真の関数と近似式との差は 3次以下で表現されることを意味している。

(2) 推計の自由度を確保するため，生産関数を homotheticとする仮定は存外無造作

に採られてきた。例えば生産関数の(1次〉同次性をアプリオリに仮定し，技術進

歩のパイアスを計測している例として， L. T. Nghiep (26J， H. P. Binswanger 

(6J， T. Kako (20Jなどがある。しかし，この仮定は技術進歩の計測にとって，

そのパイアスを過大ないしは過小評価する危険性が存在することを指摘しておきた

い。この点についてはR.E. Lopez (24J， Y. Kuroda (22Jを参照されたい。

(3) 条件付き要素需要関数が，要素価格に関して O次同次であるため，オイラーの定

理より守(oXdoPj)Pj=Oが成立する。これと (2.1)式より (4.4)式が成立する。

(4) σ“<0と (4.4)式より ，~Sjσり>0 が成立し，このことは代替関係が補完関
J'i<‘ 

係、より優越していることを示している。

(5) 図の解釈にあたり商軸のスケーノレの取り方に留意されたい。

5. 結鯖

M. Fuss， D. Mcfadden and Y. Mundlak (15Jは，関数特定化の基準として以下の

5つを挙げている。

( i ) 推定パラメータの節約

(ii) 推定パラメータの解釈の容易さ

(日i) 推定技術の容易さ

(iv) 観察データと経済理論との整合性

(v) 観察外データと経済理論との整合性

TL関数をはじめとする flexiblefunction forms (FFF)は基準 (ii)および (iii)

の観点からは，必ずしも最適な関数型とは言い難い。例えぽ，代替の弾力性の概数を推定

パラメータから一見して読み取ることは函難であり，また TL関数を始めとする FFFの

費用関数の計測は同時方程式による推計技術が要求される。しかし，最近の推定技術の発

達は FFFの計測を容易にし，基準(i )および (iii)の重要性を低下させてきた。本稿の

分析結果は基準 (iv)，(v)を選択基準とした時の関数の特定化について，ひとつの目安

を与えている。
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初期条件の設定，すなわち財の代替補完関係は，あらゆる組合せを想定することが可能

である。特に EGCD，GSRQ関数の性質を断定するには第2表で示した初期条件だけで

は，不十分である。そこで新たな計測を実行しそれらの結果を踏まえた上で，課題に対す

る答を概ね以下のようにまとめてみた。

(i) TL関数は代替の弾力性が lから鶏難するに従い，費用関数の必要十分条件を満

する価格領域を縮小させるく第 1図(2)参照〉。さらに代替の弾力性が全て正であると，

TL関数の適用可能範囲は比較的広い範囲を維持するが(第 l図(3)参照)，生産要素

聞に補完関係が存在すると， TL関数で許容される領域面積は急激に減少する(第 1

図(4)，(5)参照〉。

(ii) GL関数が最適なスペシフィケーションとなるのは，代替の弾力性が極めて小さ

い時(初期条件VおよびIX)であれ第2図(1)，(2)が示唆するように，弾性値が0.5か

ら議離するに従い， GL関数で許容されるデータ範囲も次第に限定されてくる。また，

TL関数と異なり生産要素聞に補完関係が存在しても，価格領域は比較的広い範囲を

維持しているく第2図(3)，(4)参照〉。

(首i) EGCD関数は，弾性値がデータの単位に依存するため，パラメータの不安定性

といった問題が存在する。しかし，財の代替関係が支配的な場合，費用関数で許容さ

れるデータ範囲は 4つの関数型の中で最も広く(第3図(1)参照)，初期条件IT，m，N，

V， VI， IXについては前節で指摘したとおり，全ての価格領域で費用関数の必要十分条

件を満足した。また第3図(2)，(3)および初期条件vm，IXの計測結果より，負の弾力性

(σ12)の微妙な変化が，価格領域を大幅に変動させるが，初期条件wの状態から σ日

の値をー 0.5からー 0.9まで減少させても，領域の縮小は極く僅かである。

(iv) GSRQ関数は GL関数同様，代替の弾力性が小さい時に有力な関数であり，ま

た費用関数の必要十分条件を満足する価格領域は， GL関数と酷似している(第2図

(1)と第4図(1)および第2図(2)と第4図(2)を比較せよ〕。また初期条件W(第4図(3))，

Kに限っては，財の補完関係が混在しても，費用関数の必要十分条件を満足する価格

は広範な領域を維持するが，初期条件四， Xについては， GL関数よりやや劣る。

(v) 第5図(1)-(3)より，関数聞の比較が可能となる。生産要素の代替関係にも依存す

るが，概して EGCD関数が最も広範な領域を形成し，反対に TL関数の遮用許容

範囲は限定的である。また， TL， GL関数については， D. W. Caves and L. R. 

Christensen (8)の結論を概ね肯定する結果となった(1)。

全ての関数型について財の補完関係が存在した場合，価格領域が縮小する点につい

ては，代替関係の優越性からある程度予想された結果である。したがって，負の代替



74 農業総合研究第 43巻第 l号

の弾力性が存在した時， GL関数が整合的な実証分析に耐えうるスペシフィケーショ

ンであるといった点は，関数の特定化に際し貴重な情報を提供している。

関数の特定化に関し本稿が提示した選択基準は一例に過ぎない。これと全く別の観点か

ら E.Applebaum (1)は，主問題には GL関数を適用し，双対問題には GSRQ関数

を適用することが，生産技術を正確に知る上で最適な特定化であると指摘している。

実証分析における関数型の特定化が，計測結果のひとつの規定要因となることを考慮す

ると，実証分析のスタート地点ともいえる関数型の特定化についてさえ，安易な選択は許

されないものと考えられる。

注(1) D. W. Caves and L. R. Christensen (8)は，間接効用関数の必要十分条件を

満たす価格領域を求めている。間接効用関数は準凸性を要求しているため，へシア

γに代わり縁付きへシアンが問題となる。したがって，彼らとは異なる分析結果を

期待したが， TL， GL関数についてはほぼ同様な結論に達し，本稿の分析結果が

若干平凡なものになった感は否めない。
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